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Zadania z matematyki dyskretnej, lista nr 5
Niech n = p'p5? - - - p2=, ¢ bedzie funkcja Eulera i
¢(n) =lem (¢ (P1"), ¢ (P3*) -, & (PL*)) -

Udowodnij, ze dla a L n zachodzi n|a?(™ — 1.

Pokaz, ze Y  ¢(d) = n.

d:d|n
Pokaz, ze iloczyn dowolnych k kolejnych liczb naturalnych dzieli sie przez k!.
Udowodnij nastepujace stwierdzenia za pomoca zasady szufladkowej

(a) W turnieju kazda druzyna gra z kazda inna dokladnie raz. W kazdym momencie trwania
turnieju istnieja dwie druzyny, ktore rozegraly tyle samo meczow.

(b) Wsrod pieciu punktow wybranych w trojkacie rownobocznym o boku 1, istnieje przynajmniej
jedna para punktéw odlegltych od siebie o co najwyzej %

(c¢) Kazdy wieloscian wypukly zawiera przynajmniej dwie §ciany o tej samej liczbie krawedzi.

Dane sg liczby calkowite ay, az,as, ..., a,. Pokaz, ze wtedy istnieja takie 4, j, ze a; +a;41 +---+a;
jest podzielne przez n.

Pokaz, ze w dowolnym zbiorze S zlozonym z 10 liczb naturalnych mniejszych od 100, zawsze istnieja
dwa podzbiory o tej samej sumie.

Niech n, k,r,s € Ni0 <r,s <n. Mamy nk + r kulek rozmieszczonych w n szufladkach. Pokaz, ze
w pewnych s szufladkach znajduje sie w sumie co najmniej sk + min{r, s} kulek.

Na szachownicy n x m dla n < m umieszczono m(k — 1) + 1 wiez. Pokaz, ze istnieje takich k wiez
ktore nie atakuja sie wzajemnie.

Ile jest pieciocyfrowych numerdéw telefonow, w ktérych dokladnie jedna cyfra wystepuje wiecej
niz jeden raz? A ile jest, gdy przynajmniej jedna cyfra wystepuje wiecej niz jeden raz?

Ile jest roznych roztozen wszystkich biatych i czarnych figur i pionkéw szachowych na szachownicy?
Ile jest roztozern w ktorych para goncéw kazdego z koloréw zajmuje pola réznych kolorow.

Pokaz, ze liczba przedstawien n w postaci sumy k& liczb naturalnych (réznych od zera) wynosi

-1
<Z 1), jesli przedstawienia na rézniace sie kolejnoscia skladnikéw uwazamy za rézne. Ile jest

przedstawienn n w postaci sumy dowolnej ilosci liczb naturalnych?

Na teren fabryki, w ktorej pracuje n oséb prowadzi k wejsé. Przy kazdym wejsciu jest wylozona lista
obecnosci, na ktora kolejno wpisuja sie pracownicy wchodzacy tym wejsciem w danym dniu (kazdy
wpisuje sie na dokladnie jedna liste). Na ile sposobow moga zostaé¢ wypelnione listy obecnosci w
tym dniu (liczy sie rowniez kolejnogé na listach)? Ile jest takich sposobow, w ktorych zadna z list
nie jest pusta?

Udowodnij nastepujace wzory
n nin-—1
t0z S¢ ab jna: = — dla k .
(a) tozsamosé absorpcyjna (k> A (k B 1), ak#0
n+1

m m—+1

k
(b) wzbr na sumowanie po gornym wskazniku: Z ( ) = (
0<k<n

),dlam,nzo.

Podaj interpretacje w terminach zbioréw nastepujacych tozsamosci

. v b . m + n —_— - m n
(a) tozsamos¢ Cauchy’ego: ( . ) = Z <s> (r _ s)

o (-0

Udowodnij indukcyjnie mate twierdzenie Fermata moéwiace, ze dla dowolnej liczby pierwszej p i
naturalnej a
a? = a mod p.

Wsk.: rozwini (a + 1)P postugujac sie wzorem dwumiennym i okresl kiedy (f) dzieli sie przez p.



