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Zadania z matematyki dyskretnej, lista nr 3
Niech f(n) = >,_,[log, k]. Wykaz, ze

f(n) =n—=1+ f([n/2]) + f(In/2])

dla wszystkich n > 1. Pokaz, ze jesli w powyzszej zaleznosci wymagamy, by f(1) = 0, to f jest jedyna
funkcja spelniajaca te zaleznosc.

Wsk.: Rozbij > [log, k] na sumy po k parzystych i nieparzystych
Wyznacz zwarta postac funkcji f(n) z poprzedniego zadania (bez symboli ,> 7 i ,,---7).

Przedstawieniem liczby naturalnej n w uktadzie liczb Fibonacciego nazywamy taki ciag wspotczynnikow
ag,...,ar réownych 0 lub 1, ze agFs + - - - arpFj, = n oraz a; + a;4+1 < 1 dla wszystkich i. Pokaz, ze kazda
liczba naturalna ma jednoznaczne przedstawienie w uktadzie liczb Fibonacciego.

Niech z, k, n beda liczbami calkowitymi. Skonstuuj algorytm obliczajacy 2* modulo n. Algorytm powinien
korzystac z wzorow: z2! = z!.xl, 22+ = x.22'. Okresl liczbe mnozen wykonywanych przez ten algorytm.

1 (1) ) . Napisz szybki algorytm wyliczajacy z tego wzoru n-ta
liczbe Fibonacciego F),. Oszacuj ztozono$é tego algorytmu, jesli uzywa on procedury mnozacej dwie liczby
k-cyfrowe w czasie M (k) (Zaltoz, ze M (k) > 2M (k/2)).

(1o) (2)-(&2)

Skonstruuj algorytm ktory dla danych pq,...,px,a1,...,ar € R wylicza szybko a, zadane zaleznoscia
rekurencyjng a, = p1an—1 + p2an—2 + - + Prln_k-

Zmnajdz wzor na n-ta potege macierzy

Pokaz, ze

Skonstruuj algorytm mnozacy dwie n-cyfrowe liczby calkowite a i b poprzez rozbicie kazdej z nich na
trzy réowne czesci, a1, as, a3 i by, ba, b3. Powinien sie on zadowalaé¢ piecioma wywolaniami rekurencyjnymi
samego siebie obliczajacymi: m; = a1 - by, me = a3 - bz, ms = (a1 + a2 + a3) - (by + by + b3), my =
(a1 —az + as) - (by — bz + b3), ms = (a1 + 2az + 4as) - (b1 + 2ba + 4b3). Oszacuj ztozonosé obliczeniows
T(n) tego algorytmu.

Wsk.: Skorzystaj z tego, ze liczbe dlugosci n mozna podzieli¢ przez niewielka stala w czasie O(n) (jak?).

Dany jest algorytm typu ,dziel i zwycieza]” wywolujacy sam siebie (rekurencyjnie) a razy dla podproble-
méw rozmiaru n/b i wykonujacy poza tym c-n? operacji. Czas T'(n) dziatania takiego algorytmu spelnia
zalezno$é rekurencyjna: T'(n) = aT'(n/b) + cn?. Korzystajac z tej zaleznosci oszacuj T'(n) jako O(-) w
zaleznosci od a, b, d. Mozesz zatozy¢, ze n = b".

Wsk.: Rozwaz trzy przypadki: a > b% a = b4 a < b?

Niech
T(n) <T([n/5])+T([Tn/10]) + cn

Pokaz uzywajac indukcji, ze T(n) < ¢’n dla pewnej stalej .

Udowodnij, ze jesli a,b € N oraz = i y sa niezerowymi liczbami calkowitymi spelniajacymi réwnanie
diofantyczne ax + by = 1, to

ged(a, b) = ged(a, y) = ged(z,b) = ged(z, y).
Wykaz ponadto, ze doktadnie jedna z liczb x i y musi by¢ ujemna.

(a) Przedstaw ged(448,721) w postaci 721z + 448y, dla x,y € Z.

b) Oblicz takie catkowite x,y, ze 333z + 1234y = 1. Ile sie réwna 333~! w pierécieniu Z234.
Y Y €

(c) Oblicz —69~! mod 1313.

Pokaz, ze ged(F, 1, F,) = 1. Udowodnij indukcyjnie, ze ged(Fn, Frn) = Fged(m,n)-
Udowodnij, ze jesli a L bia > b, to ged(a™ — b™,a™ — b") = gged(m.n) _ peed(m.n) 0 < m < n.

Pokaz, ze dla kazdego n istnieje dokladnie jedna potega 2, ktora w ukladzie dziesietnym ma n cyfr z
najbardziej znaczaca cyfra 1.

Niech axg + byg = ¢ dla pewnych a,b, ¢, xg,yo € Z. Okresl zbior wszystkich rozwigzan (z,y) rownania

ax +by =c.



